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は じ め に
　いわゆる長期記憶性または長期依存性と呼ばれる現象を最初に指摘した研究は水
門学の分野における Hurst（１９５１）のナイル川の最小水位データの解析である。
Mandelbrot and Hudson（２００９）の第９章に Hurstの短い伝記的紹介とエジプトで
の研究と生活が紹介されている。後述する Hurst 指数に彼の名が残されている。そ
の後，多くの自然現象や社会現象のデータにも長期記憶性の存在が指摘され，現在
では統計学の一つの分野が形成されており，非常に多くの理論的及び実証的研究が
なされている。さらに最近では，計量ファイナンス，中でもファイナンス時系列の
分野においても長期記憶性に関する研究が活発に行われている。本論では先行研究
及び筆者と共同研究者らとの研究を引用しつつこの分野の現状を，特に長期記憶性
発生のメカニズムを中心に紹介する。本論は次のような構成になっている。まず第
１節で時系列分析における長期記憶性の定義を述べる。第２節では長期記憶性を表
す２，３のモデルを紹介し，第３節では，東証第１部上場個別銘柄の株価から長期
記憶性パラメータ d（後述）の推定結果を示す。第４節は，長期記憶性の発生メカ
ニズムに関する Granger（１９８０）の論文を紹介したのち，その拡張を試みる。最後
に第５節では，モデルの想定誤差や構造変化によってもたらされる見せかけの長期
記憶性について考察する。
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１．長期記憶性の定義
　通常，時系列 {xt}において，xtと xt-hの自己相関係数 r (h)（または自己共分散
g(h)）は時差 hの増加にともない０へ収束する。この収束の速度が非常に緩慢な時
系列を長期記憶系列という。より正確にはある時系列 {xt}において自己相関係数を
r (h)が
  
 （１．１）
となるとき，この系列を長期記憶時系列という。他方
 
となる系列を短期記憶時系列という。この他にもスペクトル密度関数 f (w )が
 f (w ) ~ |w |-2d （１．２）
 
を満たす場合，または自己相関係数が
 r (h) ~ h2d-1 （１．３）
 
となる場合を長期記憶時系列という場合もある。あるいは時系列 {xt}がホワイトノ
イズ etの線形過程
   （１．４）
 
または
  
 
と表されるとき，これらの係数が
  yj ~ j d-1，または pj ~ j -d-1 
となる場合を長期記憶性の定義とすることもある。これらの定義は必ずしも同値で
はないが，Wilfredo Palma（２００７）はこれらの定義をやや一般的に次のように定義
し，定義間の関係を示している。４つの定義とは
　１．å ∞ h =- ∞ |g(h)| = ∞
　２．g(h) ~ h2d-1l1(h)
　３．f (w ) ~ |w |-2dl2(1/w ）
( )h
h
= ∞
=
∞∑
0
( )h
h
< ∞
=
∞∑
0
xt jj t j= =
∞
−
∑  0
 t jj t jx= =
∞
−
∑ 0
広島経済大学経済研究論集 第３２巻　第４号４８
４９
　４．yj ~ j d-1l3( j)
ここで lk(·)は c > ０ に対して x → ∞ のとき l(cx) / l(x)→ １ となる緩慢に変
化する関数をあらわす。
そして１ならば２が成立すること，また２ならば１と３が成立することを示してい
る。さらに部分和 ST = å
T 
t =1 xt を用いて
５. Var(S T) = O(T 
2d+1)を定義とするものもある（Barndorff-Nielsen and Cox, 
１９８９）。
長期記憶性に関する統計理論と経済やファイナンス及びそれら以外の分野への応用
研究成果の紹介などについては，田中（２００６）や矢島（２００３）にすぐれた入門的解
説がある。
２．長期記憶過程モデル
　長期記憶性を表現するモデルとして ARFIMA（p, d, q）モデル，FIGARCHモ
デル，FIEGARCHモデルなどがある。この他にも確率的ボラティリティモデル
（Stochastic Volatility model， SVモデル）に長期記憶性を付加した long memory 
SVモデル（LMSVモデル，Harvey（１９９３）， Breidt, Crato, and de Lima（１９９４））
もあるが，ここでは扱わない。ここでは時系列モデルの ARFIMA（p, d, q）モデル
と確率過程モデルとしての FGNモデルのみを簡単に述べる。
　ARFIMA（p, d, q）モデルは次の（２．１）式ように表現される。
   （２．１）
ここに
  
  
である。
ここで Lはラグオペレータ，また {e t}は平均０，分散 s2 のホワイトノイズである。
F(L)と Q(L)は Lに関するそれぞれ p次と q次の多項式を表す。また dは非整数
差分パラメータである。この dを長期記憶パラメータと呼ぶ。一般に時系列の階差
をとる場合，階差の回数は整数であるが，(１ - L)dでは非整数回階差をとることを
表しており，非整数回階差とは何を意味するか分かりにくい。この点については (１ -
L)dを以下のように級数に展開して，さまざまなラグの加重平均と考えれば分かり
やすい。すなわち
Φ ΘL L y Ld t t( ) −( ) = ( )1 
Φ L L L Lp
p( ) = − − −1 1 2 2  
Θ L L L Lq
q( ) = − − −1 1 2 2  
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 と表される。ARFIMAモデルは d < ０．５ のとき定常な長期記憶過程，d ³ ０．５ のと
き非定常な長期記憶過程である。またの d = ０ は互いに無相関なホワイトノイズ過
程となる。dが大きいほど長期依存性が高まる。なお ARFIMAモデルは FARIMA
モデルと呼ばれることもある。
　長期記憶過程を表す確率過程モデルとして FGN （Fractional Gaussian Noise）と
呼ばれる次のようなモデルがある。確率過程 {B H(t)}が期待値０の正規過程に従い，
任意の連続時間 ０ £ t, s <∞ に対してある数 H(０ < H < 1)が存在し
E(|BH(t) - BH(s)|
2) = s2|t-2|2H　
を満たすとき，この過程をフラクショナル・ブラウン運動という。BH(t)の１階の
階差を
Xt = B H (t) - B H (t - 1),  t = 1，2, ⋯
　
と置くとき，Xtを FGNモデルという。Xtの自己相関関数は のとき
r(h) ~ h2H-1
　
となることが示される。ここで と置けば自己相関関数は（１．３）と同じ形
に書け，Xtが長期記憶性を持つことが分かる。Hは Hurst 指数と呼ばれる。
３．長期記憶系列：２，３の例
　この節では株価収益率の高頻度データから計算されたRealized Volatility （RV） に
おける長期記憶時パラメータ推定の２，３の例を示す。
１　東証株価（個別銘柄）における RVの実証例：（得津・永田・前川（２００７））
　得津・永田・前川（２００７）は２００６年３月３１日から２００７年２月２８日までの東証１部
上場１，６２５銘柄の５分足収益率から計算された各個別銘柄の RVを用いて，ARFIMA 
(０, d, ０)モデルのパラメータdを疑似最尤法とウェーブレット法を用いて推定を行っ
た。この節では疑似最尤法による結果のみを示す。ただし RVの計算に当たっては
Hansen and Lunde（２００５）による修正 RVが用いられている。その結果を図３．１と
３．２に示す。推定値 d ˆの半数近くは 1/2 を超えており，この結果は採用された銘柄
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の半数近くは非定常長期記憶過程であることを示唆している。非定常の長期記憶過
程における d ˆの分布の漸近正規性は保証されていないものの，図１．１からほぼ正規
性が成り立つことが予想される。仮に正規性を仮定して，対象銘柄すべてについて
帰無仮説：d = ０ を検定すると，すべての銘柄において有意水準５％でこの帰無仮
説は棄却された。
２ 長期記憶パラメータdの不安定性（為替レートの例: Maekawa and Lu（２００９））
　Maekawa and Lu（２００９）は，ロシア経済危機前後の期間における為替収益率の
高頻度データから計算された RVの長期記憶性を検証した。図３．３はローリング・
ウィンドウ法で推定した長期記憶パラメータ推定値 d ˆの変遷である。図３．３の中央
部分がロシア経済危機の期間であるが，dの値が大きく跳ね上がっている。図３．４は
ローリング・ウィンドウ法で推定された２００８年の世界金融危機直前から２００８年末ま
での d ˆの推移である。やはり金融危機以降の期間で d ˆが大きく変動している。特
に２００８年夏以降の d ˆが０．５を超えていることは，この時期は非定常長期記憶過程で
ファイナンス時系列における長期記憶系列の発生メカニズムについて
図３．１　MLEによる東証１部１，６２５銘柄の RVにおける d ˆのヒストグラム
（ヒストグラムはシミュレーション結果。実線は N(０, １)の密度関数）
図３．２　d = ０ の下での標準化された疑似最尤推定量の分布
あった可能性を示している。図３．３，３．４から，大きな経済的な変動が dの値に大き
な影響を与えることを見て取ることができる。
４．長期記憶性の発生メカニズム
　ファイナンス時系列だけではなく，他の分野においても長期記憶性が観察されて
いる。しかしそれぞれの分野において長期記憶性が発生する理由が個別分野の科学
的理論によって十分説明されているわけではない。ただし長期記憶性発生のメカニ
ズムが統計理論的に説明されている場合がいくつかある。一つは Granger（１９８０）
が示した集計された経済時系列の場合。他の一つは構内情報通信網（Local area 
network: LAN）におけるパケット通信に関するオン・オフデータの場合である。後
者については本報告では触れないが，例えば矢島（２００３）に簡潔な説明がある。
４．１　Cross sectional aggregation：Granger（１９８０）の要約
　N本の時系列 {xtj}t=1,⋯,T : j = 1, 2, ⋯ ,Nが次のような AR(１)モデルに従っている
とする。
 xtj = a j xt-1, j + e tj,　j = 1, 2, ⋯ ,N （４．１）
e tj ~ id(０, s e 2),　e jt と a j は独立 
このとき xjtのスペクトラムは次式で与えられる。
   （４．２）
 
ここで，a j（j = １, ２, ⋯, N）のクロスセクショナルな分布は次の「特殊」なベータ分布
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図３．３　ロシア経済危機前後の d ˆの推移 図３．４　世界金融危機と d ˆの推移
５３
　
   （４．３）
　
に従うと仮定する。このとき集計量（平均） のスペクトラムは
   （４．３）
 
で与えられる。ここでクロスセクションに関する算術平均を a のクロスセクション
における分布の期待値に置き換えている。Granger（１９８０）は（４．３）を特殊なベー
タ分布と述べているが，実はこの分布は，xj ~ Beta(p, q)のときの a j= xj 1/2 の分布
を表している。すなわち２乗するとベータ分布になるような確率変数の確率密度関
数を表している。Granger 自身はこの仮定を，数式展開を容易にするための単なる
便宜的な仮定であると述べているが，実はこの仮定はすぐ後に見るように，現実の
データから見て不自然な仮定ではない。
　集計されたスペクトル密度 f ˉ(w )に含まれる zkの係数は x ˉtの k次の共分散 g x ˉ(k) 
である。a のクロスセクションにおける分布の期待値を取ることによって，それを
求めると
  
 
となる。ここで右辺の近似は，スターリングの公式から となること
を用いて求められる。ここで長期記憶パラメータ dを使えば，（１．３）式より 2d - 
1 = 1 - q であるから となる。q > 1 のとき d < 1/2 となる。以上より
 を得る。
　なお，（４．３）のような特殊なベータ分布ではなく普通のベータ分布を仮定しても
同じ結果が得られる。附録１に特殊なベータ分布を用いた場合を，附録２に普通の
ベータ分布を用いた場合の導出を詳細に示しておく。
４．２　Granger（１９８０）の ARCH(１)への拡張（Kawai and Maekawa（２０１０））
　次に Granger（１９８０）を ARCH(１)の場合に拡張する。xt が ARCH(１)に従うとき
x t 
2の系列は AR(１)に従うので，x t 
2の AR(１)過程に Granger（１９８０）の方法を応用
することが考えられる。計量ファイナンスでは x t 
2から計算される RVに長期記憶
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性があることが指摘されているので，x t 
2の長期記憶性を考察することは意義がある。
　そこで次のような状況を考えよう。個別銘柄の収益率 {xtj}t=1, ⋯ ,T , j = １, ２, ⋯ ,N, 
が ARCH(１)に従うとする。すなわち
xtj = s tj e tj
s ２ tj = a ０ j + a １ j x2 t -１, j,  {e tj} ~ NID(０, １)
このとき x ２ tjは次のような AR(１)の形に書くことができる。
x 2 tj = a ０ j+ a １ j x2 t-１, j + utj,  utj＝ x 2 tj - s 2 tj
x ２ tj は必ずしも定常ではないが，  0．557 ⋯のとき x 
２ 
tjは定常であることが
知られている。また vtj = x 
２ 
tj - E(x 
２ 
tj)とおけば
vtj = a １j vt-１, j + utj
と書ける。x ２ tj の定常性を仮定すれば vtj のスペクトル密度関数は
  ここに 
したがって v tj の集計量（平均） v ˉtに関しても，a 1j にベータ分布を仮定して
Granger（１９８０）とパラレルな導出方法により
 
が得られる。この結果は x 2 tj が定常であれば， x ˉ
2 
t が長期記憶性を持つこと意味する。
では実際のデータを見てみよう。
４．３　東証株価収益率データの分析
　ここでは以下のデータを用いる。
●データ期間：２００３年１月６日から２００５年１２月３０日までの３年間分の東証１部上場
の株価データ（価格ベース）
●標本数：７３６（＝７３６日）
●対象となった銘柄数：９６０銘柄（データ期間の全ての時点において観測値が得ら
れ，かつ推定値が収束した銘柄）
　このデータを用いて次の手順で計算を行った。まず，個別銘柄の株価から収益率
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を計算する。次に，収益率系列に対して上記 ARCH(１)モデルを当てはめ，パラメー
タ a 1j の推定値 a ˆ１j, j＝１，２,⋯, ９６０の経験分布をヒストグラムで示し，その分布に
ベータ分布を当てはめた。その結果を図４．１に示す。図４．１の中で，実線は a ˆ１j の経験
分布から推定されたベータ分布 Beta(１．７８８４, ５．５６７０)である。
収益率の２乗の集計系列に関する長期記憶性検定
　株価収益率 rtj の２乗系列の jに関する集計系列  の長期記憶性を Gewek and 
Porte-Hudak（１９８３）の対数回帰法によって検証した。対数回帰法を用いる際に使
用する周波数帯の上限と下限は，n = 系列の長さ，l = na, m = nbとするとき，上限 
 ll = ２p l/n と下限 l m = ２p m/nで与えられる（矢島（２００３））。ここでは a = ０ とし，b
をいろいろ変えて推定した。その結果を表４．１に示す。
rt
2
以上の推定結果から，
１）図４．１より，ARCH(１)モデルのパラメータ推定値 a ˆ1j, j = １，２, ⋯ ,９６０ の分布は
ベータ分布でうまく近似できる。
２）対数回帰法による検定結果（表１）は a，bに依存するが，株価収益率 rj, tの 
２乗系列の jに関する平均系列  はほぼ長期記憶性を持つことが示された。
　なお個別株価収益率の２乗 r 2 tj の中には，ARCH(１)の係数推定値が定常性の条件
rt
2
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表４．１　  系列に対する長期記憶性の検定rt
2
d ˆba
０．４４００．５００．０
０．４２６０．６００．０
０．４７９０．７００．０
０．３４８０．７５０．０
図４．１　東証１部上場銘柄から得られた a ˆ１j 分布
a １ < ０．５７７を満たさないものが若干あるので，この条件を満たす銘柄に限定して平均 
  の長期記憶性を調べたが，結果は表４．１とほとんど変わりなかった。
４．４　Granger（１９８０）の GARCH（１，１）への拡張（Kawai and Maekawa（２０１０））
　Kawai and Maekawa（２０１０）はGranger（１９８０）のAR(１)の場合をGARCH(１，１)
に拡張した。彼らが考察の対象とした状況は次のようなものである。個別銘柄収益率 
xtj, j = １，２,⋯ ,N，が GARCH(１，１)過程に従うとする。すなわち
xtj = s tj e tj,　e tj ~ NID(0, 1)
s 2 tj = w j+ b j s 2 t-１, j + a j x2 t-１, j
このとき x２ tj のクロスセクション集計値（平均） の長期記憶性を導きたい。その
ために Granger（１９８０）のアイディアを発展させて，a jと b j (fj = a j+ b j< 1) は次
のような確率密度関数 f (x, y)を持つ２変量ベータ分布に従うと仮定する。
 
ここで q i> ０, i = １, ２, ３, x, y ³ ０, x + y < １。この分布の原点の周りのモーメントm ¢ r, s = 
E(xrys)は以下のように与えられる。
 
ここで utj = x
2 
tj - E(x
2 
tj), n tj = x2 tj - s 2 tj と置くと n tj はホワイトノイズである。このとき
utj = f j ut-1, j + n tj - b jn t-1, j
と ARMA(１，１)表現ができる。また utj のスペクトル密度は
 
となる。ここに s ２ n = Var(n jt),  z = e-ilである。このとき全銘柄の utj の集計値（平
均） のスペクトル密度は，Granger（１９８０）と同様に，a jと b jに関
する平均を取って
　
 
によって近似する。このスペクトル密度の zkの係数は u ˉtの k 次の自己共分散 g (k)
rt
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である。自己共分散は a ,b  の関数であるから，以後 g k(a ,b )と書くことにする。つ
ぎに g k(a ,b )の平均的挙動を調べるために g k(a ,b )を２変量ベータ分布で積分する。
積分を容易にするためにさらに
 
 
などを代入し，上の zk係数を a , b , f で表す。そうすると zk の係数は無数に多く
の項が出てくるが，それらの項すべてを積分評価する必要はない。自己共分散 g k 
(a , b)においてkの増加とともに減衰速度が最も遅い項（減衰速度を支配する項）だ
け見ればよい。そのような項は上の２項展開において k = n のときであることが分
かるから，a kを含む項だけ調べればよい。その結果，AR(１)の場合と同様に
g j (a , b) = const. ´ j 1-q 2-q 3
の形に表されることが示される。先と同様に長期記憶パラメータで表すと d = 1
- となる。この場合も集計値 u ˉtは I(d)の長期記憶系列となることが示され
る。そして q 2 + q 3 > １ のとき d < ０．５ の定常長期記憶系列になる。x2 tj が定常性の
条件を満たせば，x ˉ2 t も長期記憶過程 I(d)となる。Kawai and Maekawa（２０１０）は
詳細な導出を与えているが，そこで用いられる導出の基本的方針は附録２に示され
た方針とほぼ同様である。
　以上の理論的結論をシミュレーションによって検証してみよう。GARCH(１，１)の
係数 a と b を２変量ベータ分布 f (u, v)からの乱数で与え，v = a j, u = b j, j = １，２, 
.., ５００ を得る。これらの a と b を使って上のGARCH(１，１)モデルから xtj, j = １，２,
 ⋯ ,Nを発生させ，その２乗の平均過程が長期記憶過程になっているかどうかを調
べる。シミュレーション手順は以下のとおりである。
［１］ パラメータ（４．５，０．７，０．８）と設定し，２変量ベータ分布 Beta(４．５，０．７，０．８)　
に従う確率変数 (u, v)を５００個生成する (j = １，２,⋯, ５００)。
［２］ 上記の (u, v)を v = a j, u = b jと対応させ，それぞれを GARCH(１，１)モデルの
分散方程式の ARCH項と GARCH項のパラメータとする GARCH(１，１)プロセ
スを５００系列生成する。
［３］ 上記［２］で生成した GARCH(１，１)プロセスから計算された５００個本の長さ１０００
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の系列 xtj,を作る。（j = １，２,⋯５００，t = １，２,⋯１０００）
［４］ この xtj, t = １，２,⋯１０００，j = １，２,⋯５００の時点tにおける jについての集計値（平
均） x ˉ２ tに関して，対数回帰法によって長期記憶パラメータ dを推定する。
　図４．２は，このように生成された x ˉ２ tの自己相関係数の減衰を示したのもである。
自己相関は最初急激に減少するが，その後低水準が延々と続きなかなか０に収束し
ないという長期記憶過程の特徴が表れている。
下の図４．３は［１］で発生させた２変量ベータ分布の乱数の散布図である。
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（横軸，縦軸）＝（ARCH項 a j，GARCH項と b j）
図４．３　２変量ベータ乱数の散布図
横軸はラグ次数，縦軸は標本自己相関係数
図４．２　GARCH(１，１)に従う系列の２乗 x２ tj の平均 x ˉ
２ 
t系列に対する標本自己相関係数
５９
前川・河合（２００８）は，東証１部上場１，１３０銘柄から GARCH(１，１)の係数推定値 
a ˆjと b ˆj, j = １, ２,⋯ , １１３０ を計算した。図４．４はその結果を散布図に示したものであ
る。図４．３，４．４はよく似ており，a jと b jが２変量ベータ分布に従うという仮定は
かなり現実をよく描写しているといえる。
　［４］で得られた平均系列の長期記憶パラメータdの推定値d ˆは，先に述べたa，b
を a = ０, b = ０．５～０．７５とした場合，以下のようになった。
４．５　その他の長期記憶性発生のメカニズム
　以上，長期記憶性発生メカニズムに関する Granger（１９８０）の紹介と拡張を試み
たが，この他にも長期記憶性発生メカニズムに関する論文がいくつかある。Lippi 
and Zafaroni（１９９９），および Zafaroni（２００４a）は ベータ分布の仮定をより弱い
ノンパラメトリックな場合について論じている。Zaffaroni は Granger（１９８０）を
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表４．２
d ˆba
０．６４９０．５００．０
０．４３６０．６００．０
０．３５６０．７００．０
０．２４６０．７５０．０
（横軸，縦軸）＝（a ˆj，b ˆj）
図４．４　GARCH(１，１)パラメータ推定値の散布図（東証１部上場１，１３０銘柄）
より一般化した次のようなクロスセクション時系列モデルを扱い，攪乱項を個別効
果と共通効果に分解するモデルを導入した。すなわち
xtj = a j xt-1, j + r j ut + e tj,  j = 1, .., N
ut：すべての単位に共通なホワイトノイズ
e tj：個別単位 jに固有なホワイトノイズ，単位間無相関
ut, e tj：互いに独立
　ここでは，ARパラメータ a j特定の分布を仮定せずノンパラメトリックな分布を
想定する。すなわちある数  に対して次のようなノンパラメトリックな分
布 を仮定する。すなわち
 
　この分布には，ベータ分布，一様分布などが含まれる。Zaffaroniは多次元の場
合にも容易に拡張できると述べているが，その場合の分布については明示的に示し
ていない。また Zafaroniらはベータ分布を仮定しない代わりに，a が下から１に
近づいた場合の極限としてノンパラメトリックな分布を仮定している。現実のデー
タでは a が１に近くない場合も多いので，この仮定は問題なしとしない。Zafaroni
は，a が１に近いという制約を課すという代償を払って特定の分布に依存しないと
いう自由を得たといえよう。
　この他に Ding and Granger（１９９６）は，クロスセクションにおける集計とは別
の意味の集計量が長期記憶性をもたらすことを指摘した。彼らのモデルは以下のよ
うな GARCH(１，１)モデルの一種の拡張版である。
 
　
　このモデルの特徴は，分散方程式にある。彼らは従来の GARCHモデルの分散方
程式では長期記憶性を十分に捕らえることができないので，分散方程式が多数の分
散要素から構成されているようなモデルを提案した。このように分散が多数の要素
の集計量である場合に長期記憶性が現れることを示した。
　しかし Zaffaroni（２００５）は Ding and Grangerのモデルから自己相関係数の緩
やかな（notexponentialyな）低減は生じるものの長期記憶性は現れないと主張し
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ている。筆者は Zafaroniの主張を十分精査していないが，この点は，本論の冒頭
に述べた長期記憶性の定義とモーメントの存在条件に深くかかわっていると思われ
る。今後の検討課題としたい。
５．構造変化と長期記憶性
　われわれは先に，大きな経済変動の時期に長期記憶パラメータ dが大きく変動す
ることを見た。このことは構造変化と長期記憶性は無関係ではないことを示してい
る。構造変化を見落とすという想定誤差が見せかけの長期記憶性をもたらすことを
指摘する研究もある
　Granger and Hyung（２００４）はレベルがランダムにジャンプする次のようなモデ
ルを取り上げ，レベルのシフトが長期記憶性をもたらすことを示した。
yt = mt + e t,　t = 1,⋯ , T
mt = mt-1 + qt h t,　h t~ i. i. d. (０, s2 h)
 確率 1 - pで 0
　   確率 pで 1
ここで仮定
p→０ のとき T→∞ かつ limT →∞Tp→ゼロでない定数
を置くと，ytの自己相関係数は急激に（exponentialに）は減少せず，緩やかに
（hyperolicに）減少し，典型的な長期記憶過程の自己相関の減少と同様な振る舞い
をすることを示した。
　Diebold and Inoue（２００１）も類似のモデルを用いて同様な現象を指摘した上で，
たとえジャンプが見せかけの長期記憶性の原因であるとしても，依然として長期記
憶モデルが予測に有効でありうるので，長期記憶かジャンプかという単純な２者択
一に懐疑的な態度を取っている。
　このほかに Mikosh and Starica（２０００）も構造変化を伴う IGARCHの下で構造
変化を無視すると長期記憶性が現れることを指摘している。
　これらの研究は，見せかけの長期記憶性かどうかを見極めるためには構造変化の
検定が必要であることを示唆している。長期記憶過程における構造変化に関しても
さまざまな研究がなされている。Berkes et al（２００６）は長期記憶過程モデル（Frac-
tional Brown motion）と平均シフトモデル
qt =
⎧⎨⎩
ファイナンス時系列における長期記憶系列の発生メカニズムについて
 　ここで k*は未知のジャンプ時点
との選択という観点から，cusum テストを提案している。ここに Yiは平均０の j
階の自己共分散 gjと４次のキュムラントをもつ定常過程であ る 。しかし彼らのシ
 （̍ ）
ミュレーションによるとこのテストのパフォーマンスはあまり良くない。また Ling
（２００７）はかなり一般的な観点から，変化点を検出する Wald タイプのテストの漸近
理論を示し，その結果を使って ARFIMA モデルの構造変化点を検定する方法を提
案している。しかし彼は，小標本におけるシミュレーションによるとこのテストの
パフォーマンスはよくないと述べている。
　最近 O. Na, J. Lee, and S. Lee（２００９）は dの変化点を検出する次のような
Cusum テストを提案した。彼らが取り上げたモデルは ARFIMA(p, d, q)モデル
F(L)(1 - L)dyt＝ Y(L)Î t
である。ここに
 F(L) = 1 - f 1 L - f 2 L2⋯ - f p L p, 
Y(L) = 1 - y 1 L - y 2 L2⋯ - y q Lq
である。
のパラメータベクトルを q = (d, f 1, f 2,⋯ , f p, y 1, y 2,⋯ , y q)とする。このとき
cusum テストとして
 
を定義する。ここに q ˆkは k時点までのデータを使って計算された q 0の推定値，q ˆn 
はすべてのデータから計算された q 0の推定値である。またこのモデルから誤差項
は Î t(q ) = Y -1(L)F(L)(1 - L)dytと（無限級数で）書けるが，これを有限時点で打ち
切ったものを et(q ) = å j =0 t-1 aj(q )yt-jとする。ここで W ˆnはある種の共分散行列であ 
る。このときいくつかの条件の下で n→∞ のとき Tn は p + q + 1次元の Brownian 
bridgeの２乗の sup すなわち sups| w
0 
p+q+1 (s)| 
2 に弱収束することを示した。そして
sups| w
0 
p+q+1 (s)| 
2の分布表から Tnがある臨界値を超えれば時点 kをパラメータの変
化時点とする。彼らは，Hurst（１９５１）が解析したナイル川の最小水位の６２２年から
１２８４年までのデータに ARFIMA(０, d, ０)をあてはめ，彼らの Cusum テストを実行
したところ７３２年に dの値が大きく変化したことを突き止めている。
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　構造変化と長期記憶過程の問題に関しては，この他にもおびただしい数の論文が
ある。筆者が知る限り，現時点でこの分野に関する最新のサーベイは Andreou and 
Ghysels（２００９）である。
終　わ　り　に
　以上の本論において，長期記憶性が発生する２，３の状況を示した。このほかに
も本論で取り上げなかった発生メカニズムについては別の機会にサーベイしたい。
今後これら個別の発生メカニズムの背後に存在するであろう共通の原因とそのメカ
ニズムを統一的に表すモデルを模索したい。
附　　録　　１
　ここで Granger（１９８０）の（誤植を訂正しつつ）導出を詳細に示しておく。
まず
 
 
であるから
 
 
となる。また
 
 
であるから
 
となる。全く些細な誤植であるが Granger（１９８０）では上式の の部分が
 になっているため，そのまま読み進めると混乱が生じる。Granger（１９８０）
は「特殊」なベータ分布
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を仮定している。この分布を使えば
 
 
となる。次にこの積分における z jの係数を求めれば，
 
となる。ここで a 2 = x（すなわち a = ）という変数変換を行う。 すな
わち da =   に留意すれば，上の積分は
 
 
となる。ここでスターリングの公式から
 
となることを用いた。
附　　録　　２
　次に「特殊」なベータ分布を用いない場合の導出を示す。附録１と同様に積分
 
を求めたい。「特殊」ベータ分布を仮定しない場合は
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となる。ここで
 
と展開しておく。
先と同様に z jの係数に着目し，上の展開を代入すると
　　　 
 　　　
となる。右辺の第１項（ に関する項）は
 
となる。右辺の第２項以降（級数展開の第 k項 (k = ０, １, ２, ..)） は
 
となる。したがって j が大きいときは第２項以降は第１項に比べて j -1のオーダー
だけ小さい。すなわち z jの係数は
A ´ j1-q + O(j -1) @ A ´ j1- q
である。ここに A, B は jに依存しない定数である。
注
１ より正確には Berkes et al（２００６）は Yiの過程を、以下のように定式化している。
 {Yi}は、平均０で j階の自己共分散 gj = Cov(Y0, Yi)と４次のキュムラント k(h, r, s) = 
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E[YkYk+hYk+rYk+s ] - (ghgr-s + grgh-s + gsgh-r)を持ち、次の条件を満たす過程である。
条件１：ある数 sに対して n-1/2 å1 £ j £ ntYj sW(t)
　　　　ここに W(t)は区間 [０，１]上のウィーナープロセス。
条件２：åj|gj| < ∞
条件３：supår ,s|k(h, r, s)|< ∞
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